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EJERCICIOSRESUELTOSDE TRANSFORMADA DE
LAPLACE DE ECUACIONESDIFERENCIALES

INTRODUCCION.

A continuacion se obtiene la solucion de tres ecuaciones diferenciales por medio de la utilizacion
de transformada directa e inversa de Laplace con € objeto de establecer las técnicas bésicas para la
aplicacion de la herramienta en esta clase de problemas.

Los gercicios se inician hallando la solucion completa o respuesta total, y posteriormente se
desarrollan los conceptos de respuestalibre, respuestaforzada, larespuestatotal como sumaalgebraicade
la respuesta libre y la respuesta forzada, para finalmente desarrollar el concepto de funcion de
transferencia.

Por otra parte, cada uno de los gjercicios se acompafia de sus respectivas gréficas tanto en €l
dominio de la frecuencia compleja “S’ como en e dominio del tiempo, para mostrar el significado y
valores caracteristicos delatransformacion, en particular larelacion que hay entrelaposicion delospolos
y el comportamiento en tiempo.

Estos gréficos, se realizaron por medio de scripts en Matlab versién 5.3, los cuales estén a
disposicion del publico en otro apartado, a objeto de que € interesado en el area experimente con la
maodificacién de los pardmetros que se encuentran identificados paratal fin al inicio del script.

Cada gjercicio se encuentraidentificado en su inicio con un nombre codigo como: TLEDEOQL, €l
cua significa: Transformada de L aplace de Ecuaciones Diferenciales Ejercicio 01, de maneratal de no
perder el enlace entre el gjercicio resuelto y la codificacion en Matlab.
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Ejercicio: TLEDEO1

Obtengalaecuacion que es solucién delasiguiente ecuacion diferencial por el método delaTransformada
de Laplace, haciendo uso de tablas y propiedades.

d*g(t)

az 49(t) = sen(4t) con g(0)=0y g'(0 %

Solucion:
Aplicando Transformada Directa de Laplace

Z1D2g(t) + 4g(t)} = L {sen(at)}
g{ D2g(t)} + 43{ glt)} = g{sen(4t)}

{569 - (0 - g0} + 4{G(9} = {(Sz ) 42)}

-0- }/+4G +42)

4

G(S)(82 + 4)— %: W
4 +1 20+(S°+4°) S*+36
($?+4%) 5  5S?+4%) 5S?+4?)

X(s?+6?)
= O9= (@, )5 )

G(s)(S?+4)=

(% +6%)
" 5(s?+22)(s? + 42)

G(s)

Aplicando Transformada Inversa de Laplace

o )
(S+

(s? +22)(sz+42 0°+22] [(S+ 07+ 4%
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gfl{G(S)} _ g—l M., Z o, N M,Z g, }

[(S+0%+22] [(S+0)7”+4?

Fol9) = L et ol ML

svof v0i]] " |[is+e vor]
g_l{G(S)} = %e_%-tsen(a)l 4+ ¢1) + x_je—az-tsen(wz te @2) fOrr:U::ala
1
Hallando los coeficientes
 H(s*+39) 8

= 05333£0= M,Z ¢,

M. Z g, = {G(s) : [(S+ 01)2 + wf]}

S=—oytio, (SZ+16) s=0+2j 15

2
M,Z g, = {G(s) (s+0,)" +0; ]}S;_Gzﬂwz TG oo ” 37 03 = ML,
sustituyendo en la forma de la respuesta
05333 - 03333
LG9} = gt) = — € sen(2t+ 0)+ (—)e°‘sen(4t +7)

LG9} = gt) = 02667sen(2t) + 0.0834sen(4t + )
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TLEDEO1: f(t) = a2*g°°(t) + a1*g°(t) + a0*g(t) = bO*sen(w1*t), Vista 3D

045 .- P b

|F(s)|

ey
e
.

ol
A,
A XA

i
e,
lh‘;’f
el

TLEDEO1: f(t) = a2*g~~ (1) + a1*g~ (1) + a0*g(t) = bO*sen(w1™), Vista desde | F (s) |
8 T P R M A TS R .............. ............................ .............. ............. ..............
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TLEDEO1:f1 (t)=M1/w1) *sen (w1 *t+ phil)
f2(t)=(M/w)*exp(-sig*t)*sen(w*t+ phi)

I . S T— —f
03 o | ]
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| | 1 | 1 I 1 | | 1 |
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TLEDEO1:f(t)=(M1/w1)*sen(w1*t+phil1)+(M/w)*exp(-sig”t)*sen(w™*t+phi)
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Ejercicio: TLEDEOQ2

Obtengalaecuacion que es solucién delasiguiente ecuacion diferencial por el método delaTransformada
de Laplace, haciendo uso de tablas y propiedades.

D?h(t) - 2Dh(t) + 10h(t) = €' con h(0)=0 y h'(0)=1/2

Solucion:
Aplicando Transformada Directa de Laplace.

LI} - 22D} + 10270} = Z{e?)

{S?H(s) - sn(0) - h(0)} - 2{sH(s) - h(O)} + 10{H(s)} = {(si 2)}

S2H(9) - %) - 25H(9) + 10H(9) = (siz)
) 1
H(9)[S? - 25+10]- %= &%)

1 1 2+ (S+ 2)_ (S+ 4)
(s+2 2

H(s)[S? - 25+ 10| =

2(S+2)  2(S+2)

%(S+ 4)
(S+2)(S? - 25+ 10)

H(s) =

Aplicando Transformada Inversa de Laplace.

. L(s+4)
(S+2)(S- 1+ 3j)(s-1- 3j)

Pfg). ] 25 } &

(S+2)(S? - 2S+10)

P} Z| 25 ]
(S+2)[(s-1%+ 3]
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(S+2) [(s-1+ 3]

g‘l{H(s)}:g‘l{ ki + MZgp }

g-l{ms)}:g-l{ & }g o MLy

(S+0,) S+0,) +0?
2 2
forma de la

g’l{H(S)} =kl €7t 4 wM et sen(a)2 4 ¢) respuesta
2

Hallando los Coeficientes

ki=[H(9)-(S+a,)] = M = Jol-2+4 -1 ooss6- K1
s |(S$°-25+10) |2 |((-2)°-2-2)+10)| 18

S=1+3j

2 S+4 1+3j+4 _ i
Mg ={H(S[(s+ o) +w22]}&_02+jw2={y(28(++2))] —{y(zl(:sji;) )]= 2:;?’ - 0667~ 01667

MZ ¢ = 06872/ - 0245

sustituyendo en la forma de la respuesta

LUHE) = h(t) = %ez-t + &;mesen(s.t- 0245)

h(t) = 0.0556€ " + 0.2291. €' sen(3- t — 0.245)
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TLEDEOZ: f(t) = a2*h"°(t) + a1*h°(t) + a0*h(t) = bO0*exp(-d0*t), Vista 3D

02""- i -
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TLEDEO2:f1 (t)=k1 *exp(-d0 *t)
f2(t)=(M/w)*exp(-sig*t)*sen(w*t+ phi)
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TLEDEOZ: | (t) K1 exp(—dO t)
f2(t)=(M w) exp(—sug*t) sen(w*t+ph|)
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TLEDEO2: f(t)=k1 *exp(-dO*t)+ (M /w)* exp(-sig*t) *sen(w*t+ phi)

f(t)

D — SN — S - . . SU—-—
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Ejercicio: TLEDEO3

Hallelarespuestatotal delasiguiente ecuacion diferencial por el método de la Transformada de L aplace,
haciendo uso de tablas y propiedades.

Y (t)+2y/(t) +5y(t) = (t) con x(t)=u(t); y(0)=0; y(0)= 1}

Solucion:
Aplicando Transformada Directa de Laplace

Ly (t)+ 2y (£) +5y(t) = 2 {x(t)}
Ly )+ {2y} + < {sy(0) =2 {ult)}
{S*Y(s) - y(0) - y'(0)} +2{SY(s) - y(0)} +5[Y(s)} = {é}

S*Y(s) - %+ 2SY(s)+5Y(s) =

nlr

Y(s)[S2 +2S+ 5]—%:é

Y(s)[S? +25+5]= é%: 22+SS - S;SZ
__(s+2 __ hls+?)
Y(s)= 29S* +25+5] = %i(s)= (S+ o)fs2 +2S+5]

Aplicando Transformada Inversa de Laplace

Sy (9= (s+2) }z gl{ 1,(S+2) }

|(S+0)[S*+2S+5] S(S+1+2j)(S+1-2j)

Ay (gl %(S+2)
L (o= 4s[(3+1)2+22]
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gl{ms)}:gl{k—; Mg } g{%}+ gl{ Mg }

[(S+ 1)2+22] [(S+ 1)2+22]

forma de la

L9} ()= ult) ¢ € senf2 14 )

respuesta

Hallando coeficientes

%(S+ 2)

1
k, = {YT(S)'S}&O: {(SZ+ZS+ 5)%302 5: 02=k

MZp={Y,(9-[(S+D*+2?]} =

S=-1+j2

S -1+ 2]j

{%(sﬁ 2)] Bl-1r2j42)

b i
MLg = F 55 =03-04) - 1z -09273= Mzg

Sustituyendo en la forma de la respuesta
1
Z ¥ (9} = yr (1) = 02u(t) + € sen(2-1- 09273

Z Y (9} = y; (1) = 02u(t) + 0258 'sen(2-t - 0.9273)
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TLEDEO3: f(t) = a2*y*°(t) + a1*y°(t) + a0*y(t) = bO"u(t), Vista 3D

|F(s)I

f
I 3
‘-:&,‘,’
Speatter
i
s

TLEDEO3: f(t) = a2*y°°(t) + al*y°(t) + a0%y(t) = b0*u(t), Vista desde | F (s ) |
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TLEDEO3: f1 (t)=k1*u (t);
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Ejercicio: TLEDEO4

Hallelarespuestalibre delasiguiente ecuacion diferencial por €l método de la Transformada de L aplace,

haciendo uso de tablas y propiedades.

y"(t)+2y/(t)+5y(t) =x(t) con x(t)=u(t): ¥(0)=0; y(0)=1

Solucion:

Aplicando Transformada Directa de Laplace y considerando que X(t) y todas

sus condiciones iniciales son cero

Ly (t)+2y(0)+5y(V)} =< {x(1)}
Lyl 2Z {y}+52 M1} =2 {0}
{8Y(9)-9/(0)- v (0)} + 2{S¥(9) - y(0)} + 5{¥(9)} =0

SY(s)- 10 +25v(9) + =0
Y(9)[S’ +2$+5]—y2=o

Y(s)[S* +2S+5| =%

Y(9) = 5 9= 2

2[S* +2S+5| = V(9= [S°+25+5]

Aplicando Transformada Inversa de Laplace

LY (=L LS]} - gl{( e }

[S?+2S+ S+1+2j)(S+1-2j)

Fofie)- L2 }

[(S+ 1)2 + 22]
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LAY (9} = L P }

[(S+ 1) + 22]

forma de la

E'sen(2-t+ )

Y9} =y (v)

M
2

respuesta

Hallando coeficientes

MZp = {Y,(9-[(S+D°+ 22]}52_1+j2= {%}&_W: %

Mzp= %20

Sustituyendo en la forma de la respuesta

€'sen(2-t)

LY (9t =y (1) =

N

ZHY (9} = y, (1) = 0.25€  sen(2t)
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TLEDEO4: f(t) = a2*y°°(t) + a1*y°(t) + a0*y(t) = bO*u(t), Vista 3D

"
w
TLEDEO4: f(t) = a2*y°°(t) + a1*y°(t) + a0*y(t) = b0*u(t), Vista desde | F (s ) |
3_ e R R R R T R P
| I E— e
2.0
I S e — I
P N S SSN NN TR SRR
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TLEDEO4:f1 (t)=k1*u (t); f2(t)=(M/w)*exp(-sig*t)*sen(w*t+ phi)
015_1' ........... ........... AR '\' ........... ,' ......... ' .......... .......... ‘1

il vona . Y R R T CRRIENY, CERSE s

f(t)

008 e e e e

_015_| ........... | ........... oo I ........... 1 ........... ' ........... 1 ......... | ........... I ........... ‘ ........... ‘I

_0_05_5 ___________ ___________ ........... ___________ ___________ ___________
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Ejercicio: TLEDEQ5

Halle la respuesta forzada de la siguiente ecuacién diferencial por el método de la Transformada de
Laplace, haciendo uso de tablasy propiedades.

/(1) + 2y/(1)+ 5Y(t) = X(t) con x(t)=u(t): ¥(0)=0; y(0)= 3

Solucion:
Aplicando Transformada Directa de Laplace y considerando que todas
las condiciones iniciales son cero

Ly )+ 2y (0)+5y()} = {x(1)}
LAy} + 22 {y (O} +52 )1} = L {uv)

(5791 9/(0)- (0} 2[¥(9)- (O} + 5{¥(5) =

S?Y(s) + 25Y(s) + 5Y(s) = é
Y(s)[S* +2S+5|= é
1 1

Y(s)

" s +25+5) = Ye(s)= s’ +25+5]

Aplicando Transformada Inversa de Laplace

Sy, (9} | }3{ —

§S* +25+5| S(S+1+2j)(S+1-2j)

o oo 1
< ete = S[(S+1)2+22]}
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L1 _ ~1 ﬁ MZ g _ 4{&} ‘1 MZ g
2% (9)= [S+[(S+ 1)2+22]}_g S = (s+ 1)2+22]}
L) = v )= kult) + € sen(2-t+ ) |77

Hallando coeficientes

1 1
k, = {YF(S)-S}S:O: {m} s=0: 52 02=k;

M/ g = {YF(S).[(S+ 1%+ 22]}&__1”2: {é} s iz - 11 2]

MZg = -02- 04j = 0447/ - 2034= MZg

Sustituyendo en la forma de la respuesta

LN (9= v (1) = 02uit) + 22 € sen(2 1~ 2084

ZHY (9} = v (1) = 02u(t) + 02235. € 'sen(2- t - 2.034)
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TLEDEOS: f(t) = a2*y°°(t) + a1*y°(t) + a0*y(t) = bO*u(t), Vista 3D
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TLEDEOS: f(f) = a2*y°° () + a1*y° () + a0*y(t) = b0*u(t), Vista desde |F (s) |
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TLEDEO5: f1(t)=k1*u(t); f2(t)=(M/w)*exp(-sig*t)*sen(w*t+ phi)
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Ejercicio: TLEDEO6

Demostracion de que larespuesta total esla suma de larespuesta libre con la respuesta forzada.

y,(t) = 0.2u(t) + 0.25€ 'sen(2t - 0.9273)

y-(t) = 0.2u(t) + 0.25€ " [sen(2t) - cod 0.9273) - cog2t) - sen(0.9273)|

y,(t) = 02u(t) + 0.25- cod0.9273)- € - sen(2t) - 0.25- sen(0.9273)- € - cod 2t)
y;(t) = 02u(t) + 015- €' - sen(2t) - 01999- €' - cod 2t)

y;(t) = 02u(t) + 015-€" - sen(2t) - 0.2- €' - coq 2t)

y, (t)= 025 €' sen(2t)

ye (t) = 02u(t) + 02235 sen(2t - 2.034)

ye (t) = 0.2u(t) + 0.2235€ " [sen(2t) - cog 2.034) - cog2t) - sen(2.034) ]

ye (1) = 0.2u(t) + 02235 cog2.034)- €7 - sen(2t) - 0.2235- sen(2.034) - €' - cod 2t)
ye(t) = 02u(t) - 0.099863- €' - sen(2t) + 0199949- €™ - cog2t)

y.(t) = 02u(t)- 01.- €' - sen(2t) + 02- €' - coq 2t)

yr(t) =y, () + ye (1)

y;(t) = 025-€" . sen(2t) + [02u(t) - 01- € - sen(2t) + 02- €™ - coq 2t)]
y;(t)= 025 €' sen(2t) + 0.2u(t) - 01 €' - sen(2t) + 02- €' - cod 2t)
y;(t) = 0.2u(t) + 0.25-€" - sen(2t) - 01- € - sen(2t) + 0.2- € - cog 2t)

y;(t) = 02u(t) + 015- €' - sen(2t) - 02- € - cod 2t)
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TLEDEO6: f 1 (t) = Respuesta Total f2 (t) = Respuesta Libre
f3 (t) = Respuesta Forzada

¥ \ : 5 : i TSR
He ¥ : i i ""lu'u..lll"".'”.”

02F
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Ejercicio: TLEDEQ7

Hallelafuncion detransferenciadelasiguiente ecuacion diferencial por el método dela Transformadade
Laplace, haciendo uso de tablasy propiedades.

y”(t)+2y’(t)+5y(t) = x(t) con x(t)=u(t); y(0)=0; y’(0)= }é

Solucién:

Aplicando Transformada Directa de Laplace y la condicion de que la
Funcion de transferencia se halla para todas las condiciones iniciales iguales
a cero y sin sudtituir a X(s) por su transformacion

2y () +2y (1) +5y(1)} = {x(1)
Ly} 22 {y () +52 {yv} = {x(s)
{S°Y(9)-9/(0) - y(0)} + 2{S¥(3) - ¥(0)} + 5{¥(8)} = X
S?Y(s) +2SY(s) +5Y(s) = X(s)

Y(9)[S? +2S+5]= X(s)

9= X(9

32+28+5]

F(s) = Y(s) _ 1

X(s) [S*+2s+5

Aplicando Transformada Inversa de Laplace

1 1
{ } 7~ {m}_g {(S+1+2j)(8+1—2j)}

100 )
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L HE(g = L

MZ g
[(S+ 1% + 22]

M orma de la
LR} = £(1) = —EMsen(2-t+ ¢ o !
2 respuesta
Hallando coeficientes
MZp={F(9-[(S+D*+22]}  ={8 =1
S=-1+j2 S=-1+2
MZgp=1£0

Sudtituyendo en la forma de la respuesta
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TLEDEOQ7: f(t) = a2*y°°(t) + a1*y°(t) + a0*y(t) = bO*u(t), Vista 3D

¥ | : Sng

i e

IF(s)]

Od""q_ . _...,.,...
e

e
g
o
s
A
SIS

TLEDEO7: f(t) = a2*y°°(t) + a1*y°(t) + a0*y(t) = bO*u(t), Vista desde | F (s) |

< - | o o
N — SN I T —
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TLEDEQO7: f1(t)=k1*u(t); f2(t)=(M/w)*exp(-sig*t)*sen(w™*t+ phi)

e B S S | e — i
G5 : 5 : : : e £2(t)
0Af-Z LTS LR P AP NRATE R NTE (RN e
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